
Osborne and Pitchik (1987)

Econometrica, 1987, 55(4), p.911-922. 賴孚權節譯

2015.05.25

“Equilibrium in Hotelling’s Model of Spatial Competition”

by Martin J. Osborne and Carolyn Pitchik

我們研究 Hotelling 空間競爭的兩階段模型, 兩家廠商首先同時在單位區間內選擇區位,

然後同時選擇價格。 根據 Hotelling 的假設 (消費者均勻分佈, 運輸成本和距離成正比, 每一

個消費者的需求缺乏彈性只買一單位) 價格設定子賽局中擁有純策略均衡僅限定在某些區位

組合。 由於此問題 (由 Vickrey (1964) 和 d’Aspremont et al. (1979) 個別獨立地指出),

Hotelling 聲稱在此二階段賽局中, 廠商彼此靠近的均衡是不正確的。

Dasgupta and Maskin (1986) 的一個結果保證每個價格設定子賽局有一個混合策略的

均衡。 我們首先學習這些混合策略均衡。 雖然我們證明, 對一個區位組合的子集, 所有均衡都

是屬於某一種類型的, 但我們無法提供這些混合策略均衡的完整刻劃。 我們以求解三個或更

少的高度非線性方程組來減少發現此類型的均衡問題。 在每個大數量的區位組合, 我們已經

對此方程式系統計算了近似解。

接下來, 我們用我們的分析結果和計算來研究廠商的均衡區位選擇。 有一個唯一的 (在對

稱意義下) 子賽局完美均衡, 其廠商的區位選擇是純粹的; 它定位在從市場的兩端起算 0.27

的位置。 在這個均衡,支持子賽局均衡價格策略的是兩個短的區段。 大部分權重的概率是在上

區間,使這一策略讓人想起偶爾一些公司的“促銷”。我們還發現一個子賽局完美均衡,其中每

個廠商使用區位混合策略。 事實上, 在廠商對區位使用相同的混合策略, 並且該策略的是對稱

於 0.5 時, 有一個單一的均衡。 在該均衡最常見的策略的概率權重是 0.2 和 0.4 之間, 和 0.6

至 0.8。 有一個廣泛的純粹 Nash (而不是子賽局完美) 均衡之區位組合: 此子賽局策略在於

其中每個廠商對於偏離行為威脅回應零收費價格, 支持所有的區位組合, 除了其中的廠商非

常接近的區位組合。

關鍵字: Spatial competition, product differentiation, Hotelling’s location model.

1. INTRODUCTION

Hotelling (1929)提出了雙占市場中區位和價格的選擇模型。消費者均勻分佈於一個線段,兩

廠商生產同一種商品且生產成本為零成本。 每個消費者支付旅行費用是和距離成正比的, 且

向定價加上運輸成本最低的廠商購買一單位商品。
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我們可以認為這是兩家廠商之間的兩階段賽局。 在第一階段中的每個廠商 (同時) 選擇其

運作的區位。 然後, 在觀察 (兩家廠商) 所選擇的區位後, 每個廠商 (同時) 訂定價格。 消費者

根據上述標準選擇, 而這些廠商獲得他們的利潤。

固定一個廠商的區位, 另一個廠商有誘因靠攏, 這樣才能獲得更多的客戶。 但是, 由於價

格在區位確定之後被給定, 而且由於廠商彼此接近時可以預期 (根據 Bertrand 的邏輯) 其競

爭非常激烈, 對每個廠商有一個反向的壓力來保持與對手的距離。 儘管如此, Hotelling 認為,

廠商將位在相當靠近的位置; 他提出了一個假設的均衡形式。

Vickrey (1964, 第 323-334 頁) 和 (獨立地) d’Aspremont, Gabszewicz and Thisse

(1979) 顯示, Hotelling 的說法是有缺陷的: 對於接近之區位 Hotelling 所提出的價格策略

不是一個均衡。 另外, d’Aspremont et al. 證明, 對於這樣的區位沒有純粹策略的價格均衡。

許多作者已經研究 Hotelling 的變異模型, 其中純策略均衡確實存在, 但 (據我們所知) 尚未

有人曾經針對 Hotelling 的原始模型做出均衡。

我們研究廠商在第二階段中使用混合策略的均衡。我們提出一個策略組合, 對於該區位在

第一階段的行動是明顯的 Nash 均衡, 我們認為 (雖然無法證明), 該策略組合是一個 (子賽

局) 的完美均衡。 此外, 我們認為 (與稍差的信念), 它是唯一的完美均衡, 其中廠商在第一階

段使用純粹策略。 在這種均衡, 廠商位置 (在單位區間內) 是對稱地, 在從兩個端點算起的距

離 0.27 之處; 值得注意的, 這是接近從每個端點算起 0.25 之 (運輸成本) 效率配置點。 隨後

的價格設定階段要求廠商必須是隨機的。 對於一些對稱區位組合, 我們發現子賽局均衡策略

並表示於圖 1。 他們在我們的區位均衡的定性特徵, 讓人想起廠商偶爾做的“促銷”。

我們的分析是複雜的 (並且, 在結束時, 小於完整) 這是因為價格設定子賽局的難度。 我

們的第一個結果標識一個區域 P (在區位組合的空間) , 使得:

(i) 如果廠商選擇了一組 P 的區位, 然後有一個純粹策略的唯一子賽局均衡。

(ii) 如果廠商選擇了一組 P 的餘集區位, 則沒有子賽局純粹策略均衡。

藉由 Dasgupta and Maskin (1986) 的結果, 我們明確指定賽局使得對每一組區位組合

都存在一個子賽局的均衡。 我們還要為在 P 餘集的區域刻劃這些區位均衡, 最後我們確定了

一種混合策略的子賽局均衡具有以下定性特徵。 每個廠商的策略的支持區間, 要麼是一個單

一的區間, 或者兩個間隔區間的結合。 如果每個策略的支持空間是兩個區隔空間的結合, 當

其他廠商的收費在其上部區間的價格, 則在每個廠商的較低區間內的各價格只是低到足以吸

引所有的消費者。 在這種情況下, 較低的價格可以被看作是“促銷”的價格, 我們能夠 (在命題

3) 給予屬於這種類型的任何子賽局均衡的一個相當嚴格的刻劃, 同時我們能夠確定 P 的餘
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SPATIAL COMPETITION 
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FIGURE 1-The equilibrium price strategies at some symmetric location pairs. 

Each curve is the cumulative distribution function of prices used by the firms at a symmetric 
location pair; the value of z is the distance between the firms. Horizontal sections of the distribution 
functions are indicated by dotted lines. When z = 0 the equilibrium strategy of each firm is to set a 
price of 0 with probability one; when z = 0.5, it is to set a price of 1 with probability one. The value 
of z of 0.46 corresponds to the (pure) location equilibrium in which each firm is at the distance 0.27 
from an endpoint. 

features. The support of each firm's strategy is either a single interval, or the 
union of two intervals. If the support of each strategy is the union of two intervals, 
then each price in each firm's lower interval is just low enough to attract all the 
consumers when the other firm charges some price in its upper interval. (In this 
case the lower prices can be thought of as "sale" prices.) We are able (in 
Proposition 3) to give a fairly tight characterization of any subgame equilibrium 
that is of this type, and we are able to identify a subset S (see Figure 2) of the 
complement of P in which every subgame equilibrium is of this type. This leaves 
the complement of P u S to worry about. We are unable to show that a subgame 
equilibrium of our type exists for location pairs in this set, although we show 
(in Proposition 2) that as the locations get closer together, all equilibria approach 
the Bertrand equilibrium, in which prices and profits are zero. 

Our characterization of the (mixed strategy) subgame equilibria comes in the 
form of the solution of three or fewer highly nonlinear equations, together with 
some side inequalities. We have used computational methods to obtain approxi- 
mate solutions to these equations for a large number of location pairs in the 
complement of P (both inside and outside S). The strategy pairs associated with 
these approximate solutions are e-equilibrium for e < 10-7. For location pairs in 
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圖 1: 在某些對稱區位組合下的均衡價格策略

每條曲線是在對稱區位組合中廠商所使用的價格的累積分佈函數; z 的值是廠商之間的距離。 分

佈函數的水平部分由點線表示。 當 z = 0 每個廠商的均衡策略是設價格為 0 的價格機率為一; 當

z = 0.5, 廠商設價格為 1 且機率為 1。 0.46 的 z 值對應於 (純粹) 的區位均衡, 在於每家廠商是從端

點算起的距離 0.27。

集中的一個子集 S (參見圖 2), 其中每個子賽局均衡都是這種類型的。 這使得我們只需擔心

P ∪ S 的餘集。 我們無法證明我們的類型的子賽局均衡存在於這一集合, 雖然我們展示 (在

命題 2), 由於區位接近在一起, 所有的均衡接近 Bertrand 均衡, 其中價格和利潤都為零。

我們的 (混合策略) 子賽局均衡表徵來自於三個或更少的高度非線性方程式的解的形式,

連同一些額外的不等式。 對於在 P 的餘集 (無論是在 S 之內或之外) 中的大量的區位組合,

我們已經使用數值計算方法來獲得這些方程式的近似解。 與這些近似的解決方案相關的策略

組合是 ε < 10−7 的 ε 均衡。 對於 P 的餘集的一個子集 T2 的區位組合 (見圖 2), 我們可

以證明, 該近似均衡是非常接近實際的均衡。 對於在 P ∪ T2 的餘集的區位組合我們不能證

明我們的近似均衡接近實際的均衡。當近似的程度足夠小時, Kuhn and MacKinnon (1975)

的一個結果 (參見 Anderson (1986)) 保證了我們的方程式的任何近似解是接近一個確切的

解。 雖然這對我們的計算 (因為它是不可能知道什麼是“足夠小”) 結果是沒有正式的意涵, 但

此結果是有建議性的。 實際上, 由於我們發現的近似解, 給定很大範圍的初始條件, 系統地改

變區位組合, 我們相信, 在每個 P 餘集中的區位組合, 不僅是我們的近似子賽局均衡接近的

精確均衡, 而且這個確切的均衡是唯一的的子賽局均衡。我們不能證明這一點, 但我們相信證
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據很有說服力。

有了這些結果, 我們回到區位的選擇。 我們確認一個區位組合 (落在 S 中, 但不是在T2),

給出了一個 Nash 均衡。 我們知道, 這是一個 Nash 均衡, 因為我們可以找到 (不完美) 非均

衡子賽局策略來支持它。 但是, 這不是很令人滿意; 廣泛的區位組合得到不完美均衡 (參見第

4 節的討論) 。

我們相信, 我們所確認的均衡是完美的。 使得它完美的子賽局均衡是那些我們由計算中發

現的。 我們無法被承認這個均衡是完美的, 因為我們不能確保我們在 P ∪ T2 的餘集中找到

近似子賽局均衡的報酬是接近於準確的均衡。

此外, 如果我們確實確認了每個區位組合的唯一子賽局均衡, 那麼我們的計算證明, 我們

找到的均衡點是區位的選擇是純粹策略時唯一的完美均衡 (在第 4 節我們討論了當區位選擇

是混策略時, 完美均衡的存在性)。

我們很遺憾地報告這樣不完整的結果。我們希望, 我們的工作將提供其他研究員有足夠的

線索 (最終) 敲定出 Hotelling 的賽局中完美的均衡 (或均衡組合)。

在第 2 節, 我們準確地設定賽局, 在第 3 節我們討論了我們在子賽局均衡的結果, 並在第

4 節我們考慮區位選擇。 在附錄 1 中, 我們給出在第 3 節的結果之證明綱要; 在附錄 2 中, 我

們討論我們的計算方法。

2. THE MODEL

消費者均勻分佈在 [0, 1] 的線段區間。 我們將旅行成本標準化為每單位距離成本 [譯註: 這樣

做就不必使用運輸費率的符號] 為 1。 兩家廠商分別在 [0, 1] 之間選擇其區位。 令 x1 為廠商

1 從端點 0 起算的距離, 令 x2 為廠商 2 從端點 1 起算的距離。 對每個區位組合 (x1, x2), 令

Γ(x1, x2) 為廠商同時選擇的價格之賽局。 假設廠商 1 座落於廠商 2 左側 (x1 + x2 ≤ 1)。 令

pi 為廠商 i 所做的定價, 且令 z = 1−x1−x2 為廠商間的距離。 若 pi < pj− z, 所有消費者

會向廠商 i購買,而若 pj−z ≤ pi ≤ pj +z,有 xi+(pj−pi+z)/2 = (pj−pi+1+xi−xj)/2

的比例會如此做 (只要是下標 i 和 j 同時出現在一條式子中, 即表示 i 6= j, 當 pi = pj − z

時, 消費者的分界點不重要)。 生產成本為零。 因此, 當 x1 + x2 ≤ 1 時, 在 Γ(x1, x2) 廠商 i

的報酬是

Ki(pi, pj) =


pi if pi < pj − z,

pi(pj − pi +mi)/2 if pj − z ≤ pi < pj + z,

0 if pj + z ≤ pi,
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其中 mi = 1 + xi − xj。 給定這個問題的對稱性, 我們可以使用這些報酬來定義對每一區位

組合 (x1, x2) 在 Γ(x1, x2) 之下的報酬。

令 Γ 為二階段賽局, 其中廠商在第一階段同時選擇區位, 以及後來, 對每一個區位組合

(x1, x2) 進行價格設定 (子) 賽局 Γ(x1, x2)。 我們有興趣在於 Γ 的各種均衡。 特別地, 我們尋

找了 Γ 的一個子賽局完美均衡。首先, 我們對每一個區位組合 (x1, x2) 研究子賽局 Γ(x1, x2)

的 Nash 均衡。

3. EQUILIBRIUM IN THE PRICE-SETTING SUB-

GAMES

藉由下列結果, 每一個價格設定子賽局都有一個 Nash 均衡 (在此及爾後, 我們允許廠商使用

混合策略)。

Lemma 1. 對每一區位組合 (x1, x2), 子賽局 Γ(x1, x2) 有一個 Nash 均衡。

Proof. 考慮一個受限制的子賽局, 其中每個廠商的純粹策略集合是在 [0,m], 對於一些 m >

1。 藉由 Dasgupta and Maskin (1986) 的定理 3, 這個賽局有一個 Nash 均衡。 但若 m 是

足夠大 (例如大於 3), 當 pi ≥ m, 對每一個 0 ≤ pj ≤ m, 報酬函數 Ki 對 pi 不是遞增的,

使得此受限制賽局的任何均衡是此不受限賽局的一個均衡。

對於一個區位組合 (x1, x2)的一個子集合, Γ(x1, x2)的唯一均衡是純粹策略的,如同下面

的結果所敘述的 (由於這個問題是對稱性的, 我們限制在此以及隨後的注意全落在 x1 +x2 ≤

1 的情況中)。

Proposition 1. 假若 (1 + (xi − xj)/3)2 ≥ 4(xi + 2xj)/3, i = 1, 2 (圖 2 中的區域 P1),

則 Γ(x1, x2) 有唯一的均衡, 是純粹策略的, 在於 i 的價格為 pi = 1 + (xi − xj)/3 且可得到

利潤為 (1 + (xi− xj)/3)2/2, i = 1, 2。 若 x1 + x2 = 1 (區域 P2) 且每一個消費者有一個有

限的保留價格, 則 Γ(x1, x2) 有唯一的均衡, 是純粹策略的, 伴隨 p1 = p2 = 0 且利潤為零。

沒有其他的區位組合有純粹策略的均衡。

在區域 P (= P1∪P2)的均衡是由Hotelling找到的一個均衡。 P 的範圍是由 d’Aspremont

et al. (1979) 所建立的, 其同時表明這兩種均衡是純粹均衡中唯一的。我們證明在附錄 1 (見

(c), 並經過討論 (i)), 在區域 P 中沒有混合均衡。

在附錄 1 中, 我們提出了數個在 P 餘集下區位組合的特性。 特別來說, 我們展示如下。
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FIGURE 2-Types of equilibrium in the price-setting subgames F(x1, x2). 

The solid lines separate the regions TI, T2, and P1; the dotted lines subdivide TI and T2. Region 
P2 is the line segment joining (1, 0) and (0, 1); region S is the area below the dashed line. If (xI, x2) 
is in P = P1 u P2 then the unique equilibrium of F(x1, x2) is pure. In region S an equilibrium must 
be of type T In regions TI and T2 we find approximate equilibria of type T satisfying the following 
conditions: 

Tla: bi-a, =2z for i=1, 2, 
TIb,: bi-ai<2z and b, -aj=2z, 
TI c: b, - ai < 2z for i = 1, 2, 
T2a,: bi = bj - z, 
T2b,: b,>b -z. 

Appendix 1 (see (c), and the discussion after (i)) that there is no mixed equili- 
brium4 in region P. 

In Appendix 1 we establish a number of properties of the equilibria for location 
pairs in the complement of P. In particular, we show the following. 

PROPOSITION 2: Every equilibrium of r(x1, X2) converges to the pure equilibrium 
(PI,P2)=(O,O) asX +X21+ 1. 

To describe our results further, let (F1, F2) be an equilibrium (each Fi is a 
cumulative probability distribution function over prices), and let ai and bi be 
respectively the smallest and largest prices in the support of Fi, for i = 1, 2. We 

4 The restriction of finite reservation prices is very weak. Without it, there are mixed equilibria 
when xl + x2 = 1 in which each firm charges arbitrarily high prices with positive probability. (Shmuel 
Zamir pointed this out to us in private correspondence.) An equilibrium of this type does not exist 
for any other location pair (see (i) of Appendix 1). 
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圖 2: 在價格設定子賽局 Γ(x1, x2) 中均衡的型態

實線是區隔出區域 T1, T2 以及 P1; 點線是細分 T1 及 T2。 區域 P2 是線段 (1, 0) 及 (0, 1) 的

集合, 區域 S 是虛線下方的區域。 若區位 (x1, x2) 落在 P = P1 ∪ P2 間, 則 Γ(x1, x2) 的唯一均衡

是純粹的。 在區域 S 中, 均衡必須是類型 T 。 在區域 T1 及 T2 中, 我們發現類型 T 的近似均衡滿

足以下條件:

T1a : bi − ai = 2z for i = 1, 2,

T1b1 : bi − ai < 2z and bj − aj = 2z,

T1c : bi − ai < 2z for i = 1, 2,

T2a1 : bi = bj − z,

T2b1 : bi > bj − z.
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show that for a range of location pairs, (F1, F2) must take a specific form. Define 
an equilibrium to be of type T if bi - ai - 2z, each Fi is atomless except possibly 
at bi, and either (i) the support of each Fi is [ai, bj - z] u [aj + z, bi], and each F, 
has an atom at bi if and only if bi - ai < 2z (type Ti), or (ii) the support of Fj is 
[aj, bj], that of Fi is [aj - z, bj - z] u {bi} with bi - bj - z(i = 1 or 2), Fi has an atom 
at bi, and Fj has an atom at bj if and only if bi > bj - z (type T2). The nature of 
the supports of F, and F2 in a type Ti equilibrium with bi - ai < 2z for i = 1, 2 
is shown in Figure 3. Our result (the proof of which is outlined in Appendix 1) 
is as follows. 

PROPOSITION 3: Every equilibrium of r(x1, X2) in which bi - ai S 2z for i = 1, 
2 is of type T If (X1, X2) is in region S (see Figure 2) then bi - ai 62z for i = 1, 2 
in every equilibrium of r(x, X2), so that every equilibrium of r(x, X2) is of type T. 

For (F1, F2) to be an equilibrium of type T it is necessary and sufficient that 
for i= 1, 2, (1) Fj is such that the profit Kj(p, Fj) of i is constant (say equal to 
Ej) on the interior of the support of Fi, and on the union of this with bi if F, 
has an atom at bi (roughly, each firm is indifferent between actions taken with 
positive probability), and (2) Kj(p, Fj) _ Ei for all p outside the support of Fi. 

The condition that K,(p, Fj) be constant on the interior of the support of F, 
is equivalent, upon differentiation with respect to p, to the condition that Fj 
satisfy an integral-differential equation. (A standard argument5 shows that each 

P2| I I 1 |//P2 + 

a2 = ( )/2 

0 a1 b2-Z a2+Z b1 P1- 

FIGURE 3-The supports of the equilibrium strategies in a type Tlic equilibrium of F(x1, x2). 

In region Tlic, the supports of the equilibrium strategies in F(x1, x2) take the form shown. (For 
each value of p1, p, - (p, + m )/2 maximizes the payoff of firm i in (p, - z, pj + z).) In the other regions, 
the forms of the supports are indicated in Figure 2. 

5 See, for example, Solution to Problem 17 on p. 294 of Karlin (1959). 
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圖 3: 在 Γ(x1, x2) 的 T1c 型態均衡中, 均衡策略的支持集合

在區域 T1c, 在 Γ(x1, x2) 中的均衡策略的支持集合採取所示的形式 (對每個 pj 的數值, pi =

(pj + mi)/2 極大化廠商 i 在 (pj − z, pj + z) 中的報酬)。 在其他區域, 支持集合的形式如同點圖 2

所示。

Proposition 2. 每一個 Γ(x1, x2) 的均衡都會在當 x1 + x2 → 1 時收斂到純粹策略均衡

(p1, p2) = (0, 0)。

為了進一步說明我們的結果, 令 (F1, F2) 為一個均衡 (每一個 Fi 是一個在價格上的累積

機率分配函數), 且假設 ai 及 bi 分別代表在 Fi 的支持集合當中, 最小及最大的價格。 我們證

明對於一定範圍內的區位組合, (F1, F2) 必須是某一種特定的形式。 定義一個均衡是型態 T ,

若 bi−ai ≤ 2z,每一個 Fi 是無限小的,除了在 bi 有些微可能性之外,而且或是 (i)每一個 Fi

的支持區間是 [ai, bj− z]∪ [aj + z, bi], 且每個 Fi 有一個原子點在 bi, 若且為若 bi−ai < 2z

(型態 T1), 或是 (ii) 每一個 Fj 的支持區間是 [aj, bj], 那就是 Fi 是 [aj − z, bj − z] ∪ {bi}

於 bi ≥ bj − z, 而 Fi 有一個原子點在 bi, Fj 有一個原子點在 bj, 若且為若 bi > bj − z (型

態 T2)。 F1 及 F2 在一個型態 T1 均衡且有 bi − ai < 2z, i = 1, 2 的支持區間, 如圖 3。 我

們的結果 (那些在附錄 1 中所列出的證明) 如下。

Proposition 3. 每一個落在 bi − ai ≤ 2z, i = 1, 2 下, Γ(x1, x2) 均衡屬於類型 T 。 假若

(x1, x2) 位在區位 S (見圖 2), 則在每一個 Γ(x1, x2) 的均衡下, bi − ai ≤ 2z, i = 1, 2, 因此

每個 Γ(x1, x2) 均衡會屬於類型 T 。

對於 (F1, F2) 是型態 T 的均衡, 它對 i = 1, 2 必要及充分條件是 (1) Fj 是使得 i 的利

7
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潤 Ki(p, Fj) 在 Fi 的支持區間的內部是固定的 (例如等於 Ei), 同時在此條件及 bi 若 Fi 有

一個微小點在 bi (粗略地, 每個廠商對有正機率的不同行動是無差異的) 的聯集中, 以及 (2)

Ki(p, Fj) ≤ Ei, 對所有 p 落在 Fi 的支持區間之外。

Ki(p, Fj) 在 Fi 的支持區間的內部是固定的條件是等同於對 p 作微分, Fj 滿足一個積

分-微分方程式的條件。 (一個標準的論點證明每一個 Fi 在它的支持區間內部是可微的)。 這

個方程式或許是可再度微分的, 且在一個 T1 型態均衡的情況, 可求解的, 受限於 Fj(aj) = 0

的條件, 來給予

Fj(p) =



1− exp
(

p−aj
2xi

)
+ Aj exp

(
p+z
2xi

) ∫ −aj
−p h(s, xi, z)ds

if aj ≤ p ≤ bi − z,

(1− δj) exp
(

bj−p
2xj

)
−Bj exp

(
−p−z

2xj

) ∫ bj
p
h(s, xj, z)ds

if ai + z ≤ p < bj,

(1)

對於一些 Aj 和Bj,其中 δj 是在 Fj 於 bj 這微小點的大小,且 h(s, x, z) = (s−z)−2 exp((s−

z)/2x), 部分積分法, 以及用
∫

(et/t)dt = ln |t| +
∑∞

n=1 t
n/nn! 的事實, 來以無限序列來表

示這個積分, 一個型態 T2 的均衡可以由相同的方式來處理。

若 Fj 是由 (1)所定義, Ki(p, Fj)的導數在 Fi 的支持集合的內部是固定的。藉由將 Fj 代

入 Ki(p, Fj)的表現式, i = 1, 2, 我們得到保證這個導數為零在 (ai, bi, Ai, Bi), i = 1, 2之上

的一些條件。為滿足 (F1, F2)是一個均衡,還有數個其他條件必須被滿足:若 Ki(p, Fj) = Ei

對 ai ≤ p ≤ bj − z, 則我們需要 Ki(p, Fj) 在 aj + z ≤ p < bi 區間中相等於 Ei 的常數;

我們需要對所有 p 在 Fj 的支持區間內, F ′j(p) ≥ 0 且 Fj(bi − z) = Fj(ai + z), 使得 Fj

是一個分配函數; 以及我們需要對所有 p 落在 Fi 的支持區間之外, Ki(p, Fj) ≤ Ei。 我們從

這些條件得到十條方程式以及八條不等式, 這些式子是十個變數 (ai, bi, δi, Ai, Bi) (i = 1, 2)

必須滿足的。 簡單的代數操作將此系統縮減為三條或更少的方程式對應於有相同數目的變數

(取決於均衡的型態), 以及一些不等式。

這些論點建立了這個系統的一個解, 定義了一個均衡: 命題 3 保證了若 (x1, x2) 是在 S

之中, 則 Γ(x1, x2) 的每個均衡是相對於這個系統的一個解。

根據在導論及附錄 2 的討論, 我們對很多的區位組合 (x1, x2) 計算這些方程式的近似解,

同時核對他們是否滿足不等式。 在 T2 區間 (參見圖 2), 這個系統由一個方程式一個未知數

連同一些不等式所組成。 在我們所計算的 T2 之內的每一組區位組合, 我們核對了我們的近

似解相關的函數的每一邊有相反的符號, 所以 (由中間值定理) 一個接近我們近似解的精準

解確實存在。 因此在每一組這樣的區位, 一個型態 T 且接近我們的 ε 均衡的均衡存在。 在 T2

區域, 我們必須求解二條或更多的方程式, 所以並沒有很直接地計算可以顯示一些接近我們
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FIGURE 4-Contours of the profit of firm 1 in the approximate subgame equilibria. 

The variable xi is the distance of firm i from 0 (i = 1) or 1 (i = 2). The number beside each contour 
is the profit to which it corresponds. The heavy (discontinuous) line is the best response function of 
firm 1; for each value of x2 it selects the value of xl which maximizes the profit of firm 1. 

4. EQUILIBRIUM IN LOCATIONS 

To study the pure perfect equilibrium location pairs, we rely on the computa- 
tions of the approximate subgame equilibria described in the previous section. 
The best response function of firm 1 in the location game is shown in Figure 4. 
There is a unique (up to symmetry) pure equilibrium (x, x) with 0.266 < x < 0.274. 
The subgame equilibrium price strategy when x = 0.27 is shown in Figure 1. 

Since we have not fully characterized the equilibrium payoffs in the subgames, 
we cannot show that there is perfect equilibrium of F in which the firms use 
mixed strategies in the first stage (as well as in the second). However, given the 
symmetry of the game, it is reasonable that such an equilibrium exists. To make 
a specific calculation, we used our approximate subgame equilibrium payoffs to 
construct an approximation of the first stage of F, in which each firm has 21 
strategies (the locations 0, 0.05, 0.1,..., 0.95, 1). Among the class of mixed 
strategy location pairs (xI, x2) in which xI = x2 and each xi is symmetric about 
0.5, there is a unique equilibrium.6 In this equilibrium, the support of each 

6 For each of the 211 possible supports X for a symmetric strategy, we calculated the strategy of 
i with support X which makes j indifferent between all pure strategies in X, and checked if j's payoff 
inside X exceeds that outside X. 
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圖 4: 在近似子賽局均衡中, 廠商 1 的等利潤線

變量 xi 是廠商 i 從 0(i = 1) 或 1(i = 2) 的距離。 每個等利潤線的數字是它所對應的利潤。 粗 (不

連續) 線是廠商 1 的最適反應函數; 對 x2 的每個值它選擇的最大化廠商 1 的利潤的 x1。

的近似解的精準解的存在。

對於我們的近似子賽局均衡的集合, 廠商 1 的等利潤線畫在圖 4。

4. EQUILIBRIUM IN LOCATIONS

為了研究完美純粹策略均衡區位組合, 我們仰賴上一節中所描述的近似子賽局均衡的計算方

式。 在區位賽局中, 廠商 1 中的最適反應函數如圖 4。 有唯一的 (在對稱意義下) 純粹策略均

衡 (x, x) 其中 0.266 < x < 0.274。 當 x = 0.27 時的價格策略子賽局均衡如圖 4。

因為我們尚未完全刻劃子賽局的均衡報酬, 我們不能證明在 Γ 中, 廠商在第一階段使用

混合策略 (相同在第二階段) 有完美均衡。 然而, 給定賽局的對稱性下, 這樣的均衡存在是可

以想見的。 在特定的計算下, 我們利用我們的近似子賽局均衡報酬來建構 Γ 的第一階段近似

解, 其中, 每家廠商都有 21 種策略 (區位分別為 0, 0.05, 0.1,· · · , 0.95, 1)。 在此類的混合

策略區位組合 (x1, x2) 下, 其中 x1 = x2 及每個 xi 相對 0.5 為對稱的, 有一個唯一的均衡。

在這樣的均衡下, 每個區位策略的支持區間可從 0.2 延伸至 0.8; 每個策略是雙峰的, 大多數

的機率質量被集中在 0.2 和 0.4 之間, 以及在 0.6 和 0.8 之間。

正如在引言中, 有各種各樣的 Nash 均衡區位。 廠商 i 極小化廠商 j 的利潤的第二階段
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行動是一個零的價格 (假定負價格是不被允許的), 其中 j 的最適行動是位在 (1−xi)/2 之處

且訂定一個價格 (略低於) (1− xi)/2, 獲得一個利潤 (1− xi)2/4。 同時在廠商 i 位於 x∗1 的

策略組合, 根據廠商 j 位在 x∗1 的子賽局均衡策略, 且否則定一個零價格 (i = 1, 2), 是一個

Nash 均衡, 若 i 的利潤最少為 (1−x∗j)2/4 (i = 1, 2)。 由於我們對於子賽局均衡的報酬沒有

解析, 我們無法正確地決定 Nash 區位均衡的確切位置。然而, 我們在附錄的論點對於子賽局

均衡報酬放了一個下界, 因為他們對 ai 放了一個下界 (參考 (i) 的討論)。 這個下界隱含, 例

如, 若 0 ≤ x < 0.46, 任何對稱的區位組合 (x1, x2) 是一個 Nash 均衡 (亦即, 只有當那些兩

家廠商非常靠近的區位組合不是 Nash 均衡), 大部分的非對稱區位組合同樣是 Nash 均衡。
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